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В работе рассматриваются экстремальные задачи со свободными
полюсами для открытого множества. Решено ряд задач так
называемого "смешанного типа", в которых часть полюсов
фиксированы, а другие полюсы являются свободными.
1. Введение. В геометрической теории функций комплексной
переменной экстремальные задачи о неналегающих областях
представляют активно развивающееся направление. Возникновение
этого направления связывается с известной работой М. А. Лаврентьева
[1], где была впервые поставлена и решена задача о произведении
конформных радиусов двух взаимно не пересекающихся односвязных
областей. В последующем этот результат обобщался и усиливался в
работах многих авторов (см., например, [2 — 14]). В данной работе
рассматриваются задачи подобного типа.
2. Обозначения и определения. Пусть N и R — множества
натуральных и действительных чисел соответственно, C —
комплексная плоскость, C = C
S f1g — её одноточечная
компактификация.
Пусть n;m 2 N; R 2 R+. Рассмотрим системы точек An;m =
=

a2k 1;p : k = 1; n; p = 1;m
	
, An = fa2kgnk=1, где a2k 1;p 2 C n f0g ;
a2k 2 C n f0g, удовлетворяющие условиям
c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arg a2k 1;1 = arg a2k 1;2 = ::: = arg a2k 1;m;
0 < ja2k 1;1j < ja2k 1;2j < ::: < ja2k 1;mj <1;
a2k = R exp i
(2k 1)
n ; k = 1; n;
(1)
arg a1;p < arg a2 < arg a3;p < arg a4 <:::< arg a2n 1;p < arg a2n; p = 1;m:
Обозначим Pk(An;m) := fw : arg a2k 1;p < argw < arg a2k+1;pg ;
k :=
1

(arg a2k+1;p   arg a2k 1;p); arg a2n+1;p := 2
при k = 1; n, p = 1;m. Очевидно, что
nP
k=1
k = 2:
Пусть D, D  C, — произвольное открытое множество и a 2 D.
Через D(a) обозначим связную компоненту D, содержащую a. Для
произвольных систем точек An;m, An и открытого множества D
такого, что An;m [ An  D, обозначим через Dk(al;p) связную
компоненту множества D(al;p)
T
Pk(An;m), содержащую точку al;p,
где l = 2k   1; 2k + 1, k = 1; n, p = 1;m; a2n+1;p := a1;p. Через
Dk(a2k) обозначим связную компоненту множества D(a2k)
T
Pk(An;m),
содержащую точку a2k при k = 1; n.
Будем говорить, что открытое множество D такое, что (An;m [
[An)  D, удовлетворяет первому условию неналегания относительно
систем точек An;m; An, если при s; l = 2k   1; 2k + 1 и q; p = 1;m
выполняется условиеh
Dk(as;p)
\
Dk(al;q)
i[h
Dk(a2k)
\
Dk(al;q)
i
= ?: (2)
Полагаем также, что открытое множество D такое, что (f0g [ An;m [
[An)  D, удовлетворяет второму условию неналегания относительно
систем точек An;m; An, если выполняется условие (2) иh
Dk(0)
\
Dk(al;p)
i[h
Dk(a2k)
\
Dk(0)
i
= ? (3)
при l = 2k   1; 2k + 1 и p = 1;m. Наконец, полагаем, что открытое
множество D такое, что (f0;1g [ An;m [ An)  D, удовлетворяет
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третьему условию неналегания относительно систем точек An;m; An,
если выполняются условия (2), (3), а такжеh
Dk(0)
\
Dk(1)
i[h
Dk(1)
\
Dk(al;p)
i[h
Dk(a2k)
\
Dk(1)
i
= ?
при l = 2k   1; 2k + 1 и p = 1;m по всем углам Pk(An;m), где k = 1; n:
3. Основные результаты. На системе точек An;m определим
функционал
 =  (An;m) =
nY
k=1
mY
p=1

a2k 1;p
R
 1k  a2k 1;p
R
 ;
где  (t) = 12
 
t+ t 1

; и обозначим через r(B; a) внутренний радиус
области B  C относительно точки a 2 B (см. [7, 8]).
Теорема 1. Пусть n;m 2 N; n  2;  2  0; 12. Тогда для
произвольных систем точек An;m, An, удовлетворяющих условиям
(1), и для каждого открытого множества D, удовлетворяющего
первому условию неналегания относительно систем точек An;m; An,
справедливо неравенство
nY
k=1
mY
p=1
r(D; a2k 1;p) r(D; a2k) 6  (An;m)

4R
n
n(+m)




(m p)(m p)2 (m+p)(m+p)2
 n
2m
: (4)
Знак равенства в (4) достигается, если D =
nS
k=1
mS
p=1
(B2k 1;p [B2k),
при этом области B2k 1;p; B2k и точки a2k 1;p, a2k при k = 1; n,
p = 1;m являются соответственно круговыми областями и
полюсами квадратичного дифференциала Q(w)dw2, где
Q(w) =
wn 2
 
w
n
2   iRn2 2m h2m    w n2 + iRn2 2m
(wn +Rn)
2 

 
w
n
2   iRn2 2m    w n2 + iRn2 2m h2m 
w
n
2   iRn2 2m +  w n2   iRn2 2m2 ;
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а h 2 (0; 1) — корень уравнения h2m + 1h2m = 4m
2
   2:
Теорема 2. Пусть n;m 2 N; n  2;  2  0; 12. Тогда для
произвольных систем точек An;m, An, удовлетворяющих условиям
(1) и дополнительному условию
arg a2k 1;1 = arg a2k 1;2 = ::: = arg a2k 1;m =
2
n
(k   1); k = 1; n; (5)
и для каждого открытого множества D, удовлетворяющего треть-
ему условию неналегания относительно систем точек An;m; An,
справедливо неравенство
(r(D; 0) r(D;1))n
2
4
nY
k=1
mY
p=1
r(D; a2k 1;p) r(D; a2k) 6
6  (An;m)

4R
n
n(+m)




(m+ 1 p)(m+1 p)2 (m+ 1 +p)(m+1+p)2
 n
2m+2
: (6)
Знак равенства в (6) достигается, если D =
nS
k=1
mS
p=1
B2k 1;p[B2k[B0[
[B1, при этом области B0; B1; B2k 1;p; B2k и точки a2k 1;p, a2k при
k = 1; n, p = 1;m являются соответственно круговыми областями
и полюсами квадратичного дифференциала Q(w)dw2, где
Q(w) =  
 
w
n
2   iRn2 2m+2 h2m+2 +  w n2 + iRn2 2m+2
w2 (wn +Rn)
2 

 
w
n
2   iRn2 2m+2 +  w n2 + iRn2 2m+2 h2m+2
mP
k=0
( 1)k C2k+12m+2Rkn wn(m k)
2 ;
а h 2 (0; 1) — корень уравнения h2m+2 + 1h2m+2 = 4(m+1)
2
   2 и
Ckn =
n!
k!(n k)! .
Теорема 3. Пусть n;m 2 N; n  2;  2  0; 12. Тогда для
произвольных систем точек An;m, An, удовлетворяющих условиям
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(1) и дополнительному условию (5) и для каждого открытого
множества D, удовлетворяющего второму условию неналегания
относительно систем точек An;m; An, справедливо неравенство
r
n2
4 (D; 0)
nY
k=1
mY
p=1
r(D; a2k 1;p) r(D; a2k) 6
6  (An;m)
Rn(+m+
n
4 )
nn(+m)
2n(2+3m+
1
2 )


(4)4
(2m+ 1  2p)(2m+1 2p)2 (2m+ 1 + 2p)(m+1+2p)2
 n
8m+4
: (7)
Знак равенства в (7) достигается, если D =
nS
k=1
mS
p=1
B2k 1;p [ B2k [
[B0, при этом области B0; B2k 1;p; B2k и точки a2k 1;p, a2k при
k = 1; n, p = 1;m являются соответственно круговыми областями
и полюсами квадратичного дифференциала Q(w)dw2, где
Q(w) =
 
w
n
2   iRn2 2m+1 h2m+1    w n2 + iRn2 2m+1
w2 (wn +Rn)
2 

 
w
n
2   iRn2 2m+1    w n2 + iRn2 2m+1 h2m+1
mP
k=0
( 1)k C2k2m+1Rkn wn(m k)
2 ;
а h 2 (0; 1) — корень уравнения h2m+1 + 1h2m+1 = (2m+1)
2
   2 и
Ckn =
n!
k!(n k)! .
Доказательство теоремы 1. Рассмотрим множества E0 =
= CnD, E2k(t) = fw 2 C : jw   a2kj 6 tg, E2k 1;p(t) = fw 2 C :
jw   a2k 1;pj 6 tg при k = 1; 2n, p = 1;m и достаточно малых t 2 R+.
Рассмотрим конденсатор
C(t;D;An;m [An) = fE0; E1;1(t); : : : ; E2n 1;m(t); E2(t); : : : ; E2n(t)g ;
с предписанными значениями 0; 1; : : : ; 1| {z }
nm раз
;
p
; : : : ;
p
| {z }
n раз
. Емкостью кон-
денсатора C(t;D;An;m [An) называется величина (см. [5])
capC(t;D;An;m [An) = inf
ZZ 
(G0x)
2 + (G0y)
2

dxdy;
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где нижняя грань берется по множеству всех вещественных липшице-
вых в C функций G = G(z) таких, что G = 0 в окрестности множе-
ства E0, G

E2k(t)
=
p
, G

E2k 1;p(t)
= 1 при k = 1; n; p = 1;m. Модуль
конденсатора jC(t;D;An;m [An)j определяется равенством
jC(t;D;An;m [An)j = [capC(t;D;An;m [An)] 1 :
С учетом теоремы 1 из [7] находим асимптотику модуля конденса-
тора C(t;D;An;m [An) при t! 0:
jC(t;D;An;m[An)j = 1
2
1
n(+m)
log
1
t
+M(D;An;m[An)+o(1); (8)
где
M(D;An;m [An) = 1
2
1
n2(+m)2
h nX
k=1
mX
p=1
log r(D; a2k 1;p)+
+
nX
k=1
 log r(D; a2k) +
X
k 6=p
gD(a2p; a2k)+
+
X
(k;p)6=(l;q)
gD(a2l 1;q; a2k 1;p) +
nX
k;l=1
mX
p=1
2
p
gD(a2l; a2k 1;p)
i
; (9)
а gB(z; a) =
8>><>>:
gB(a)(z; a); z 2 B(a);
0; z 2 CnB(a);
lim
!z
gB(a)(; a);  2 B(a); z 2 @B(a)
— обобщенная
функция Грина открытого множества B относительно точки a 2 B.
Функция k (w) =  i
 
e i arg a2k 1;pw
 1
k конформно отображает
область Pk(An;m) на правую полуплоскость для всех k = 1; n:
Рассмотрим разделяющее преобразование (см. [7]) конденсатора
C(t;D;An;m [ An) относительно семейства углов fPk(An;m)gnk=1 и
семейства функций zk (w) :=
k(a2k) k(w)
k(a2k)+k(w)
; k = 1; n; z0 (w) := zn (w),
конформно отображающих правую полуплоскость на внутренность
единичного круга.
При k = 1; n рассмотрим конденсаторы
Ck(t;D;An;m [An) =

E
(k)
0 ; U
(k)
t ;
(k)
t ; E
(k)
1 ; E
(k)
2 ; : : : ; E
(k)
2m

;
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где E(k)0 = zk

E0
T
Pk(An;m)
Sn
zk

E0
T
Pk(An;m)
o
;
E
(k)
1 = zk

E2k+1;1(t)
\
Pk(An;m)
[n
zk

E2k+1;1(t)
\
Pk(An;m
o
;
: : :
E(k)m = zk

E2k+1;m(t)
\
Pk(An;m)
[n
zk

E2k+1;m(t)
\
Pk(An;m)
o
;
E
(k)
m+1 = zk

E2k 1;m(t)
\
Pk(An;m)
[n
zk

E2k 1;m(t)
\
Pk(An;m)
o
;
: : :
E
(k)
2m = zk

E2k 1;1(t)
\
Pk(An;m)
[n
zk

E2k 1;1(t)
\
Pk(An;m)
o
;
U
(k)
t = zk

E2k(t)
\
Pk(An;m)

; 
(k)
t =
n
zk

E2k(t)
\
Pk(An;m)
o
;
E2n+1(t) := E1(t); fAg := fw 2 C : 1
w
2 Ag:
Каждому конденсатору Ck(t;D;An;m[An) поставим в соответствие
класс Vk всех вещественных липшицевых в CфункцийG = G(z) таких,
что G = 0 в окрестности множества E(k)0 , G

U
(k)
t
=
p
, G


(k)
t
=
p
,
G

E
(k)
s
= 1 при k = 1; n, s = 1; : : : ; 2m. При разделяющем преобра-
зовании конденсатору C(t;D;An;m [ An) соответствует набор конден-
саторов fCk(t;D;An;m[An)gnk=1, причем справедливо неравенство (см.
[7 — 9]) capC(t;D;An;m [ An) > 12
nP
k=1
capCk(t;D;An;m [ An); след-
ствием которого является неравенство
jC(t;D;An;m [An)j 6 2
 
nX
l=1
jCk(t;D;An;m [An)j 1
! 1
: (10)
При k = 1; n, p = 1;m и s = 2k 1; 2k+1 справедливы соотношения
jzk(w)j  1
2Rk
jw   a2kj; w ! a2k ;
jzk(w)  zk(as;p)j  2
k
jas;pj
1
k
 1
R
1
k
R
2
k + jas;pj
2
k
jw   as;pj; w ! as;p : (11)
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Используя соотношения (8), (9), (11), получаем асимптотическое
равенство
jCk(t;D;An;m [An)j = 1
2
1
2m+ 2
log
1
t
+
+Mk(D;An;m [An) + o(1); t! 0 ; (12)
в котором
Mk(D;An;m [An) = 1
2
1
(2m+ 2)2
 
 log
r

D
(k)
0 ; 0

r

D
(k)
1 ;1

1
4R22k
+
+ log
2mQ
s=1
r

D
(k)
s ; a
(k)
s


2
k
2m mQ
q=1
ja2k 1;qj
1
k
 1 ja2k+1;qj
1
k
 1
R
2
k
mQ
q=1

R
2
k +ja2k 1;qj
2
k

R
2
k +ja2k+1;qj
2
k

!
; (13)
где zk(a2k+1;p) =: a
(k)
p ; zk(a2k 1;p) =: a
(k)
2m+1 p ; D
(k)
0 — связная
компонента множества zk

D
T
Pk(An;m)

, содержащая точку 0;
D
(k)
1 — область, симметричная области D
(k)
0 относительно единичной
окружности; D(k)s — объединение связных компонент множеств
zk

D
T
Pk(An;m)

, содержащих точку a(k)s , с их симметричным
отражением относительно единичной окружности.
Далее, используя (12), получаем асимптотическое равенство 
nX
k=1
jCk(t;D;An;m [An)j 1
! 1
=
=
1
4n (m+ )
log
1
t
+
1
n2
nX
k=1
Mk(D;An;m [An) + o(1); t! 0 : (14)
Из соотношений (8), (10), (14) получаем неравенство
M(D;An;m [An) 6 2
n2
nX
k=1
Mk(D;An;m [An): (15)
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Теперь из соотношений (9), (13), (15) следует неравенство
nY
k=1
mY
p=1
r(D; a2k 1;p) r(D; a2k) 6 2nRn
nY
k=1
m+k 

nY
k=1
mY
p=1

a2k 1;p
R
 1k  ja2k 1;pj 

nY
k=1
(
2mY
s=1
r

D(k)s ; a
(k)
s
 
r

D
(k)
0 ; 0

r

D(k)1 ;1
) 12
;
используя которое и очевидное неравенство
nQ
k=1
k 
 
2
n
n, оконча-
тельно имеем
nY
k=1
mY
p=1
r(D; a2k 1;p) r(D; a2k) 6
2n(2+m)Rn(+m)
nn(+m)

 (An;m)
nY
k=1
(
2mY
s=1
r

D(k)s ; a
(k)
s
 
r

D
(k)
0 ; 0

r

D(k)1 ;1
) 12
: (16)
Наконец, из неравенства (16) получаем утверждение теоремы 1 так
же, как в работах [7, 11, 15] установлены аналогичные утверждения.
Теоремы 2, 3 доказываются аналогично теореме 1.
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